Stromungsmechanik 11
Hausaufgabe zu Ubung 4
"Navier-Stokes-Gleichungen’

)

SS 2008

Aufgaben

Obenstehendes Bild zeigt einen in ;- und x3-Richtung unendlich ausgedehnten
Kanal der Hohe h, der von einer Newtonschen Fliissigkeit durchstromt wird. Die
ebene Stromung ist stationér, die Dichte p und die Viskositdt 7 sind konstant, Vo-
lumenkrifte sind zu vernachlissigen. Die Begrenzungswinde des Kanals sind poros,
so dass unten durch Einblasen und oben durch Absaugen eine konstante Wand-
normalenkomponente Vi der Geschwindigkeit erzeugt wird. Der Druckgradient in
x1-Richtung ist konstant (Op/dxy = —K). Wegen der unendlichen Ausdehnung des
Kanals hangt die Geschwindigkeitsverteilung nicht von z; ab.

1. Berechnen sie aus der Kontinuitétsgleichung die Verteilung der Geschwindig-
keitskomponente in zo-Richtung us(xs)!
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2. Vereinfachen sie die z;-Komponente der Navier-Stokesschen Gleichungen fiir
dieses Problem!
3. Wie lauten die Randbedingungen fiir die Geschwindigkeitskomponente w47

4. Berechnen sie die Geschwindigkeitsverteilung wu (z3)!
(Hinweis: Nach Losung der homogenen Gleichung kann die Partikuldrlosung
der inhomogenen Gleichung durch den Ansatz u;, = const *x gelost werden).



Strémungsmechanik 11 Lésung der Hausaufgabe zu Ubung 4 3

Losungen

Aufgabenteil 1.1

Da p eine absolute Konstante ist, ist auch D p/Dt¢ = 0 und aus der Kontinuitéts-
gleichung folgt

w,

P

ﬁ—kpv-u = 0 (1)
Ou;

U= — = 2

V-u o 0 (2)

Der Term Ouy/dxy verschwindet genauso, wie alle Ableitungen in x3-Richtung (ebe-
nes Problem), und wegen

8%2
— =0 3
o, (3)
schliefen wir auf
ug = const. (4)
Mit den Randbedingungen
UQ(!L’Q = 0) = UQ<.I'2 = h) = VW (5)
lasst sich die Geschwindigkeit bestimmen:

Aufgabenteil 1.2

Die Navier-Stokesschen Gleichungen fiir inkompressible Stréumg lauten

Du

ba _ = 20
Py =Pk VptnVii (7)
bzw. in Indexschreibweise
Ou; ou; op ou;
- — ) =pk; — — 8
P ( ot Y ax) P% = on oz, oz, (8)

Mit den Annahmen der Stationaritit (Ou;/0t = 0, der Vernachlissigung der Volu-
menkrifte k; = 0 vereinfacht sich die Gleichung zu

ou; B op ou;

Y aiL'j B 81’1 +778.’L‘] 8353-'

9)
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Die Gleichung fiir die z;-Komponente lautet dann (i=1):

2 2 2
p<ul%+u2%+ aul):_@+ (ax1+au1+au1)_ (10)

0z, Oz " Ozs dzy ou?  Ox3  0x3

Mit den Ergebnissen aus dem Aufgabenteil 1.1
Ouy /0x3 = 0, Quy [0z = 0, us = Vi und uz = 0 vereinfacht sich Gleichung (10) zu

Oy Op 0?uy 0%y
R - =K 11
PIW B 0z T 13 o 03 (11)

Mit v = n/p und Ouy /0xs = duy/d o ldsst sich auch schreiben

duy 1 d2U1
Vw—=-K
Yz, p +de§

(12)

Aufgabenteil 1.3

Die Randbedingungen ergeben sich aus den Haftbedingungen an der Wand zu

ur(zg =0) =0, wu(xze=h)=0 (13)

Aufgabenteil 1.4

Als Ergebnis des Aufgabenteils 1.2 erhdlt man eine gewdhnliche, lineare inhomogene
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten:

d2u1 Vi dU1 K

_ — - 14
v d 3 "V A, p (14)
1. Die homogene Losung folgt aus
d2U1 dU1
—_— — — =0. 15
Y d a3 "V da, (15)
Mit dem Ansatz u; = C e**2 erhiilt man das charakteristische Polynom
vAT = Vg A =0, (16)
die Eigenwerte
v
M =0, J=-—2 (17)
v
und somit
A A 0 Y
Uip, = 0161124—0162:&:016 x2+0267m2 (18)
= 01 + CQ BVTWM (19)
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2. Fiir die Storfunktion einer Differentialgleichung r(x) gilt
r(x) = p(x)e*® cos(bx)

und fiir p(x) kann bei a + b = 0 ein Polynomansatz ¢(x) gewihlt werden. Da
der Ansatz vom gleichen Grad sein muss wie p(z) gilt hier

q(z) = Cs (20)

Wenn aber a + b = 0 eine k-fache Losung der charakteristischen Gleichung
ist (Resonanzfall), muss ¢(z) mit 2* multipliziert werden, hier also mit z, so
dass sich die Partikularlosung ergibt

ulp = 03 ) (21)

Durch Einsetzen der Partikularlésung in die DGL (14) erhélt man

d 2U1p d U1p K
— = —— 22
d a3 Y dz, ) (22)
K
—-Vwls = —— (23)
p
K
Co = — 24
’ pVw (24)
Die spezielle Losung ist somit
K
= _ 25
Uy = 2 (25)
Die allgemeine Lésung
K
U1 (ZL’Q) = U1p + U1p = 01 + Cg €VTW r2 + ) (26)
pVw
ist mit den Randbedingungen aus Aufgabenteil 1.3
ul(xg = 0) = Cl + 02 =0 (27)
. Kh
Ul(.CBQ:h) == O]‘l‘CQGVV’Y} + —=0 (28)
p Vi
Kh 1
= —C, =0y = 29
' ? pVW 1—e Vz‘//h ( )

anzupassen, so dass die gesuchte Geschwindigkeitsverteilung lautet

Kh 1—e %2
x —€e v
uy (7g) = (f - —vwh> - (30)




